ECUACTIONES DIFERENCTALES LINEALES
de segundo orden con coeficientes variables

Son de la forma:

a,(X)y"+a,(X)y" +a,(X)y =r(x)

EJEMPLOS:
Ecuacion hipergeométrica de Gauss
XA=X)y"+[y—(a+B+DxX]y'—afy=0
Ecuacion de Bessel
X“Y" 4+ Xy +(x*=n?)y=0

Ecuacion de Legendre

L-x3)y"=2xy'+n(h+1)y=0
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Resolucion de ecuaciones
diferenciales lineales
mediante
series de potencias

AXal— L
~ . . ~ V4 .
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Uso de las SERTES DE POTENCTAS para
resolver estas ecuaciones diferenciales

Muchas ecuaciones diferenciales no pueden
resolverse de manera explicita, en términos de
combinaciones finitas de funciones familiares
simples.

" , Modelo aproximado de la
y'=2xy'+y=0 :: > ecuacién de Schrodinger de la

mecdnica cudntica

Se utiliza el método de la serie de potencias; es decir, se
busca una solucion de la forma

y=f(x)=> c, X" =Co+C, X+C, X* +C5X° +...
n=0
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o0 Xn
= Z—I =1+ X+
- N
Algunas n=0
representaciones de x 2" x° x*
funciones elementales COS(X) = Z( 1) — + ..
en SERIES DE =0 (2n )' 21 Al
POTENCIAS
2n+1 X3 X5
sen(x = X— ...
(%)= Z( D’ (2n+1)! 3 5

Serie de Taylor alrededor de x=a de
la funcion f

ff(n)(a)w a)" = f(a)+ f'(@)(x—a) + "(a)(x a)? 4.

n=0
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Representacién con MAPLE de la funcidn seno y del polinomio
de aproximacién obtenido por SERIES DE POTENCIAS

[> s3:= series(sin(x) ,x=0,86)

&3 :=x—lx3+Lx5+O(x6)
6 120
[> restart:
[> with(plots):
[> gl:=plot(sin(x),x=-5..5,y=-1.5..1.5,color=blue, thickness=2):
[> g2:=plot (1*x-1/6*x"3+1/120%*x"5 ,x=-5..5,y=-1.5..1.5,c0lor=green, thickness=2):
[> display({gl,g2},title="Seno y su aproximacién polindémica’);

Aproximacion polindmica de Taylor de sen(x)
1.54

1

057

4N 2 W 2

51

4{

1.5
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Para

METODO DE LAS SERIES j resolver
DE POTENCIAS

ecuacion
Consiste en sustituir:

diferencial

y:icn X"

n=0

en la ecuacion diferencial y luego determinar
cudles deben ser los coeficientes para que la
serie verifique dicha ecuacion diferencial.

1

se obtiene una representacion en serie
de potencias de una solucidn
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METODO DE LAS SERIES DE POTENCIAS
Para resolver YY" +Yy =0

® suponemos que existe una solucién de la forma Y = ZC X'
n=0

® calculamos y' e y" teniendo en cuenta que las series de

potencias se derivan término a término,

= reemplazamos las expresiones obtenidas en la ecuacion

diferencial,

= operamos con las sumatorias para obtener la expresion de la

formula de recurrencia,

®m resolvemos la relacion de recursion haciendo n=0, 1, 2, 3,...

de manera sucesiva,

® planteamos la expresidn de la solucién.
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METODO DE LAS SERIES DE POTENCIAS

Se obtuvo la solucion

y = C,.COS(X) + C, .Sen(x)

Y, (X) Y, (X)
Soluciones de la Ecuacidn Diferencial

Graficando:
: 120)
Ver otro ] N
método de , | - | |
resolucion 7 : ] 1 ) :
051
Y1)
11
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Ecuaciones diferencial no
lineales

Métodos de andlisis
geométrico

Xal=— L
~ . . ~ V4 .
Licenciatura en Ensefianza de la Matematica
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ECUACTONES DIFERENCIALES

A menudo es ) ,
dificil, si no ANALISIS DE TIPO GEOMETRICO

imposible, l[: Permite obtener informacidn cualitativa

resojvgr relativa a las soluciones de una ecuacidn
€XP| Icitfamente diferencial sin necesidad de obtener una
una ED, en solucién explicita.

especial si no
es lineal

Los grdficos pueden ser mds Utiles que las formulas
analiticas para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales

" — g
e ———

Interpretar la ecuacién como un
CAMPO VECTORIAL
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CAMPO DE DIRECCIONES

Algunas ecuaciones diferenciales no poseen soluciones o bien
poseen pero no se pueden obtener en forma analitica

Estudiar el CAMPO DE DIRECCIONES permite obtener
informacion acerca de la solucidn, sin resolverla

A

Ejemplo:
) ' en (0,1) la
Vi=X+Yy y(0) =1 pendiente
\ ~ J 5  esm=1

La pendiente en un punto es igual a
la suma de las coordenadas del
punto

En MAPLE
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CLASE 3.mws

A ANALISIS CUALITATIVO
Sea Y =sen(y) ECUACION AUTONOMA

es posible resolverla con ciertas dificultades por
separacion de variables obteniendo la solucidn

« — 1S9 (¥o) +cosec(y,)

sujeta a la condicidn inicial Y(0) =Y, ctg (y) + cosec(y)

Este resultado es exacto pero incomodo para interpretar
cuestiones como:

®m Suponiendo Y, = A ¢como se comporta la solucion y(x)
para Xx>07?

m y {qué pasa para X —> ®© ?

®m ¢y para una condicion inicial arbitraria?
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* En contraste, el ANALISIS GRAFICO de la ecuacién
diferencial y' =sen(y) es claro y simple.

Suponemos un fluido que fluye continuamente y una particula imaginaria
en una posicion inicial Yo y a través de analizar su

RETRATO DE FASE: campo vectorial en la recta

(unidimensional) inferir hacia donde la lleva el flujo

Para ello debemos graficar f(y) =sen(y) en un sistema en el que
consideramos:

® y: funcidn incdgnita: posicién de una particula imaginaria que se esta
moviendo a lo largo del eje de las abscisas.

® y": derivada primera: velocidad de la particula, representada sobre el
eje de las ordenadas
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RETRATO DE FASE

Este movimiento del fluido estd definido por PUNTOS FIJOS
Y" donde f(y")=0

-Puntos fijos estables (en las cercanias el flujo va hacia ellos)
-Puntos fijos inestables (el flujo se aleja de ellos en las cercanias)

N—
—~
SOLUCIONES CONSTANTES DE EQUILIBRIO

Una solucion de equilibrio es constante para todo valor de
la variable independiente.

En nuestro ejemplo: Y =sen(y) la posicién Y, =7
es un PUNTO CRITICO entonces y(X) =7 esuna
SOLUCION DE EQUILIBRIO.
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- 2 RETRATO DE FASE

Para cada y (posicidn) nos day' (vector velocidad)
RETRATO DE FASE y'(x)= senfy)

/

1y

Punto fijo

inestable
repulsor o 0.5

punto \ — V' >0
fuente y' <0

B @t P @
B4 1 -2 OF 2 0046 ay

05 PUNTOS FIJOS: en los

puntos donde y' =0

" punto fijo estable (no hay flujo)

atractor o sumidero
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ANALISIS CUALITATIVO

El retrato de fase nos permite trazar las distintas
trayectorias de las soluciones que estdn
controladas por los puntos fijos.

1. Si la particula parte de ¥, =%, se moverd cada vez
mds rdpido hacia la derecha hasta alcanzar ¥, =7,
(donde alcanza el maximo).

2. Luego la particula comienza a reducir su
velocidad, y termina aproximdndose al punto fijo
estable y, =7
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K CURVAS SOLUCION

84— e * 2
[ ——— = 7T ., I
G y =47 Solucién equilibrio
:-_'—:___-._- e *
Vo4 e - _\l/ =7 .’ epep e
__________________________ Solucion equilibrio
2'__—--'—‘_'-.-____—'-'_'_—'-_--_
i
O o5 1 15 . 25 3
2 -_'-__—--——_-_-________"———.H = —7T
R ——— ——————=—————- Solucién equilibrio
A -_____'___.__ *
:-——-'_'-'__ y - _272- « 7 of .
- IO . A Solucién equilibrio
g T

Cada una de las curvas solucidn son, primero CONCAVA hacia arriba
f"(x)>0 (la velocidad aumenta, se produce una aceleracion)

y luego CONCAVA hacia abajo T"(X) <0 (la velocidad

disminuye, se produce una desaceleracién).
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CON MAPLE

Campo de direcciones

Algunas curvas solucidn

:‘l—l'l..'\. N1

e, T, e, Ty, e, e, T e T, T T, e e, e, T, T, ey, T, T, T,

oo o e g Ty Ty Ty T T T

Ty T T Ty Ty ey ey Ty ey
T T e e e T Ty Ty T

e T T, T, Ty Ty Ty T T, T,

S e e

LT T T T T T T T T
U U A e v
R

- "

—— e ae— ]

e e T T e T ey e Ty ey e Ty Ty T T T e T, T T o e e Ty T Ty Ty Ty ey
T e T T T T Ty e Ty T Ty Ty Ty Ty T, ey T ey T %%%%ﬂ\w%\\.a\&l
LWHHEHHHHHHHHHHH‘HHHHH e e e T T j‘“\-u.""-\--
e S S S S S S S S S g S S g S e " ,_,—-,_,—-__,—-__,—-,_,—-,_,—-,_,—-m__’—-
zf’fffffff’ff’ff’fffff’ff’f I A S Ea
I P P I A A A A S A A
B i e i e e
I T S S e R I SR S R e e e R R Saa S R
EHHHEZ:HHH HEERMHEHHHE T T T T Ty Ty T T T
zfﬁHHHEHHHEH%MHHHHHEHH B T .y
-2 T o o o o, e, e g

R R R B R B e L R e
(7T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

I P P
o e e e e e e e e o e e e o e

ﬂ’f’fﬁ.ﬁ"‘fﬁfﬁé
P N

AT T T T
T T T T T T T

T T e e e T ey Ty ey
i T L
[ e e e ey Ty T Ty

f——ar—a —_

L= e e e e

e
R P S A e

En MAPLE
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CLASE 3.mws

ECUACION DIFERENCIAL
LOGISTICA

!

MODELO PARA EL CRECIMIENTO DE POBLACIONES

(mds elaborado que el crecimiento exponencial)

P kpa—rFy
dt K

Con esta ecuacion se puede analizar la relacién entre la
poblacién P en un determinado momento t y la capacidad de
contencion K (poblacion mdxima que el medio es capaz de
sostener a la larga).
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dt
Si B =/, —B,Pobtenemos:

Partiendo de:
dP kP




BIFURCACIONES

Se presentan cuando cambia un pardmetro en una ecuacion
diferencial

que generan INESTABILIDADES (cambios cualitativos)

!

Los puntos fijos pueden ser CREADOS, DESTRUIDOS o
cambiar la ESTABILIDAD.

El valor del pardmetro en los que ocurre una
bifurcacion se denomina PUNTO DE
BIFURCACION para la ecuacion diferencial.
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BIFURCACIONES de puntos fijos
para flujos en la recta

Bifurcacion

Bifurcacién horquilla
S‘:I”G-Y\Odg W = % — %
X =r+X Xr:rX_I_XS
Los puntos fijos se creany Existen puntos fijos que no
destruyen al variar un pueden ser destruidos para
pardmetro ningln valor del pardmetro

(si cambian de estabilidad)
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Transformada
de
Laplace
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Transformada integral
transforma f(t) en una funcion de la

Q%f(t)}: F(S) variable S, cuando el intervalo de

integracién es[0,%| no acotado.

Es posible convertir una ecuacion diferencial donde la incdgnita es f(t)
en una ecuacion algebraica donde la incégnita sea F(S).

Si f(t) es una funcidon definida para t>0 entonces la integral

D%f )} = Te-st f (t)dt

se llama TRANSFORMADA DE LAPLACE de f(t) (siempre y cuando la
integral sea convergente)
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Propiedades:

® Linealidad:
Se dice que ges una transformada lineal si

Llatw+po0)=a L 01+ S 00!

siempre y cuando existan a la vez las transformadas de fy g.

®m Existencia: (condiciones suficientes)

f continua por partes en [a, b] y de orden exponencial ¢ para 1 — o

S3IFES) = LM VS>c
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ejemplos:
y )=
Z)Qg {eat}:
3)0%cosh(t)}:
N— A

——
Consultar TABLA de TRANSFORMADAS

de algunas funciones bdsicas

En MAPLE
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CLASE 3.mws

TRANSFORMADA DE LAPLACE

F(S)=_Af()} = £ (1) se lioma

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
de F(S) y se indica:

f(t)= & HF(S))}

Ejemplos:
1ETP gl{ 1 } —eX Consultar TABLA de
S +Kk TRANSFORMADAS INVERSAS

1 Proponer un ejercicio En MAPLE
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CLASE 3.mws

TRANSFORMADA DE DERIVADAS

Sirve para ECUACIONES DIFERENCTALES LINEALES con
condiciones iniciales

Siendo f(t) continua por partes y de orden exponencial para t —> 0
TRANSFORMADA DE LA DERIVADA PRIMERA

A =s L1t ®))- £(0)=S.F(S)- 1 (0)

TRANSFORMADA DE LA DERIVADA ENESIMA

Aliowl=s" lr®)-5"(0)-S"2(0) —...— F"(0) =

—S" F(S)=S"f(0)=S"2f'(0)—...— f"*(0)
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TRANSFORMADA DE DERIVADAS

Resolver utilizando Transformada de Laplace

1) dy 2 2) [X"=X'—=6x=0
o 3y=e" con y(0)=1 1%(0) =2
X'(0)=-1
- _

—~—

Analizar si es posible resolver
estas ecuaciones diferenciales por
alguno de los métodos de
resolucidn vistos anteriormente.

3) [y" -6y +9y=x2e¥
y(0) =2 En MAPLE
y'(0)=6

J\
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CLASE 3.mws

Sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales

Métodos numéricos

Xal=— L
~ . . ~ V4 .
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A\ Facultad Regional San Nicolds

\




SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES

MODELQ: Sistema depredador -presa: foma en cuenta la
interaccion de dos especies en el mismo habitat:

L o

® Situacién 1: a) Sin depredadores gi kP (k>0)

CRECIMIENTO EXPONENCIAL NATURAL
b) Sin presas Z—? =-rD (r>0)
DECAIMIENTO EXPONENCIAL NATURAL

® Situacion 2: Cuando las dos especies estdn presentes

ECUACIONES C:j—f —kP-aPD
DE LOTKA VOLTERRA 1D
< =~fD+bPD
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ECUACIONES DE LOTKA VOLTERRA

Andlisis cualitativo

v Es dificil o imposible hallar soluciones explicitas para Py D

v' Se opta por un andlisis cualitativo
® Soluciones constantes llamadas SOLUCIONES DE EQUILIBRIO

m Un RETRATO DE FASE
(puntos de equilibrio mas trayectorias de fase) en el

PLANO DE FASE (dos variables)
En MAPLE
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CLASE 4.mws

SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES

METODO DE ELIMINACION:
Sistemas de ecuaciones diferenciales {X’ —4x — 3y

lineales con coeficientes constantes que
se transforma en una ecuacién diferencial
de segundo orden

METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE:

( ’ /
Sistemas de ecuaciones diferenciales 2X' +y —y=t
lineales con coeficientes constantes que 4
: . ' 4 2
se fransforma en un sistema algebraico | X'+ Y’ = t

V' =6Xx—-T7Yy

En MAPLE
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CLASE 3.mws

Series de Fourier
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En los sistemas mecanicos y eléctricos muchas veces aparecen
FUNCIONES FORZANTES PERIODICAS que no son
simplemente combinacidn lineal de senos y cosenos pero que

pueden ser representadas en
SERIES DE TERMINOS TRIGONOMETRICOS.
) ) FOURIER en su "Teoria
FUNCION PERIODICA analitica del calor” mostré

f(t) Wt que:
se dice que es periddica "toda funcion periodica
(de periodo p) si: de periodo 2Zr puede
JpeR/f(t+p)=f(t) Wt representarse mediante
una SERIE
TRIGONOMETICA”
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Ejemplo:

SERIE DE FOURIER

, funcion periddica
FUNCION ONDA CUADRADA continua por par"l'es

X de periodo 2n
f(t)=(-n  *F
-

1_—I 1

/

e

Es posible representar la
funcién onda cuadrada por
medio de una
SERIE DE FOURIER

| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
| 1 | |
] | 1 | |
| 1 | |
1 | 1 | |
| 1 | |
0] 5 i 10 i 15 [zu zéls 0
1 | 1 W | |
| 1 | |
| 1 | |
1 | 1 | |
0.5 | | | |
1 | 1 | |
] I 1 I I
| 1
4 | 1
| 1
| 1

es una de las técnicas mds
ampliamente usadas en la
Matemadticas Aplicadas

0.5
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R
SERIE DE FOURIER

DEFINICION:

Sea f(t) una funcién continua por partes de periodo 2L
definida V1t . Entonces la SERIE DE FOURIER de f (1) es:

f(t)= S, Z[an cos(n—ﬂt) +b, sen(n—ﬂt)}
2 = L L

L
Ca, == [ f@cos Yt
donde los coeficientes de Fourier son: L L
<

1% nzt
b =— | f(t)sen(—)dt
: L_jLo (=)

.

L
con n=0 el a, se fransformaenay: 5 — 1 j f (t)dt
L -L
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R
SERIE DE FOURIER

CONVERGENCTA DE SERIES DE FOURIER:

Suponiendo que f(t) es suave por partes. Entonces su
SERTE DE FOURIER converge:

va T() Vt donde la funcién es continua.

, ;o : , i - _
v" al promedio de los limites laterales donde es discontinua. E[f (t)+ f )]

SERTE DE FOURTER PARA FUNCIONES PARES E IMPARES:

\

Los coeficientes de Fourier se
* modifican cuando f es par o
impar

0 fesPAR: = [ f(t)dt =2 f(t)dt
-a 0

OfesIMPAR: = [ f()dt=0
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R
SERIE DE FOURIER

Veamos ahora un ejemplo de funcidn periddica:

Un sonido puro se puede expresar mediante y = A sen( Bx-C )

Considerando los siguientes sonidos puros:
yl =senx ; y2 =1/3 sen(3x) . y3 = 1/5 sen(bx) .
y4 = 1/7 sen(7x) .
[ Representar grdaficamente en coordenadas cartesianas:
a) y1 (es el primer armanico)
b) yl+y2 (segundo armanico)
c) yl+y2+y3 (tercer armonico)
d) yl+y2+y3+y4 (cuarto armdnico)
O Analizar qué forma va tomando la grdfica a medida que se
agregan mas términos . ¢Es periddica?.

En MAPLE
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CLASE 4.mws

Ecuaciones diferenciales
en
derivadas parciales

"\

4@‘

\
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x ECUACTONES DIFERENCIALES
EN DERIVADAS PARCIALES

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales (EDP) es una ecuacidn
que relaciona una funcién de varias variables y sus derivadas
parciales respecto de esas variables

La forma general de una ecuacion diferencial en derivadas parciales
lineal de segundo orden con dos variables independientes, x ey, es:

2 2 2
Aﬁ—u+ Ba—u+Ca—u+ Dﬁ—u+ E%u+ Fu=0G

ox>  oxoy oy’ OX

...... G son funciones de x e y.
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&K  ECUACIONES DIFERENCIALES
EN DERIVADAS PARCTALES

Cuando en la forma general G(x, y)=0, la ecuacidn se llama homogénea;

en cualquier otro caso es no homogénea.
o‘u  o°u
82u+8u . 82+ ——u=0
— X
aXZ ay ay

Una SOLUCION de una ecuacién en derivadas parciales con dos
variables independientes x e y es una funcién U(X,Y) que posee
todas las derivadas parciales que indica la ecuacion y que la satisface
\ en alguna region del plano Xxy. .
——
No es fdcil determinar las soluciones generales. En cambio es

posible obtener SOLUCIONES PARTICULARES de las
ecuaciones lineales importantes que se originan en muchas
aplicaciones.
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Método de SEPARACION DE
VARIABLES para encontrar soluciones
particulares

Cuando se busca una solucién particular en forma de un producto de
una funcion de x por una funcion de y, como

u(x, y) = X(x).Y(y)

a Veces es posible convertir una ecuacién en derivadas parciales, lineal
de dos variables en dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Para
hacerlo notemos que:

M_xy, HM_xy
OX oy

2 2
TU_xy,  ZU_xye
OX oy
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K ECUACTIONES DIFERENCIALES
EN DERIVADAS PARCIALES

Ejemplo 1: 62 au X " 3 &
Cr_ 2% —
4X Y

OX* oy

Cada lado de la ecuacion es igual a una consfan’re de geparacuon
real que se acostumbra escribirla como 12 6 -4

CASOI: >0 = u= Alefy cosh 21x + Blefysenh 2AX
CASO II: —22<0 = u=A,e"?cos2ix+B,e*’sen2x
CASOITI: A =0 = u=AX+B,

La separacion de variables no es un método
general para hallar soluciones particulares
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PRINCIPIO DE SUPERPOSICION:

Si Up,U,,....,Uy son soluciones de una EDP homogénea de
2do orden con coeficientes constantes, la combinacidn lineal:

u=c,.u, +C,.u, +...+C_ .U,

enquelas c.,i=12,..,k sonconstantes, fambién es solucién.

CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES:
La ecuacion en derivadas parciales lineal y de segundo

AU g O U p M N kg
OX OXoy oy OX oy

endonde A, B, C, D, E y F son constantes reales, es:

v hiperbélicasi B* —4AC >0

v parabélica si B* —4AC =0

v eliptica si B*-4AC <0

orden:
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ECUACIONES CLASICAS
y problemas de valor en la frontera

m ECUACION EN UNA DIMENSION DEL CALOR
o°u  du
ox’
m ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL

.2 o°u _ o°u

ox*  ot*
m ECUACION DE LAPLACE EN DOS DIMENSIONES
2 2

g

K k>0

En MAPLE
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